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Известно, что передача усилий в машинах сопровождается контактированием 
деталей. Эти детали можно рассматривать как упругие тела. Существуют различные 
методы решения контактных задач. Они позволяют найти распределение давлений в 
местах контакта. Это дает возможность ответить на самый важный вопрос о местах 
концентрации напряжений. 
Снижение материалоемкости конструкций, повышение их ресурса и надежно-
сти необходимо для обеспечения их конкурентоспособности. 
Поэтому в последнее время вместе с совершенствованием аналитических мето-
дов расчета деталей машин часто используют численные и экспериментальные ме-
тоды. Эти методы создаются на основе сочетания и развития физических методов 
измерений деформаций и методов теории упругости. В практической работе боль-
шинство решений получено совместным использованием численных и эксперимен-
тальных методов. 
Рассмотрим задачу Герца о контакте двух шаров. Решим эту задачу тремя раз-
личными методами: 
– методом конечных элементов; 
– методом электрического моделирования; 
– аналитически. 
Постановка задачи. Даны два шара одинаковых радиусов 521 === RRR  мм и 
сжимаемых силой 2660=F  Н. Сила F направлена перпендикулярно к общей каса-
тельной плоскости двух шаров (рис. 1). Принимаем, что шары изготовлены из оди-
накового материала, для которого модуль упругости первого рода 11102 ⋅=Е  Па, ко-
эффициент Пуассона 3,0=ν . 
Рассмотрим решение контактной задачи с помощью комплекса конечных эле-
ментов ANSYS. Так как задача осесимметричная, решаем ее как плоскую, используя 
элементы Plane82. Расчетная схема приведена на рис. 2. 
                                
Рис. 1. Постановка задачи                            Рис. 2. Расчетная схема   
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На рис. 3 и 4 показано распределение контактных давлений на площадке кон-
такта, полученное с помощью ANSYS. На рис. 3 показано решение, полученное в 
узлах конечноэлементной модели, а на рис. 4 – в ее элементах. 




Эта же задача решена с помощью метода электрического моделирования. Ме-
тод основан на аналогии интегральных уравнений, описывающих распределение 
электрического заряда на поверхности токопроводящего элемента (1) и (2) и распре-











ddq ,  (1) 
где k0 – диэлектрическая постоянная;  ε – диэлектрический коэффициент среды. 
Общее количество электричества на пластине будет 
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=Θ ; 21,νν – коэффициенты Пуассона двух упругих тел;  
21,ЕЕ – модули упругости первого рода двух упругих тел; ),(,),( 21 yxfyxf – уравне-
ния поверхностей двух упругих тел. 
Равнодействующую сжимаемых сил, действующих на каждое упругое тело, на-
ходим по формуле 
 ∫∫
Σ
= dydxyxpP ),( .  (4) 
Рис. 3. Распределение контактных давлений 
в узлах конечных элементов 
Рис. 4. Решение контактной задачи, 
полученное для элементов сетки 
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Токопроводящий элемент геометрически подобен площадке контакта. Для реа-
лизации аналогии создано специальное электромоделирующее устройство. 
Полученные решения с помощью этого метода представлены на рис. 5. 
 
Рис. 5. Решение контактной задачи, полученное с помощью  
метода электрического моделирования 
Рассмотрим решение контактной задачи аналитически [2]. 
Радиус круговой площадки контакта: 
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xpyxp . (7) 
Сближение соприкасающихся тел: 
 ( )3 2 28255,0
R
PΘ=δ . (8) 
Сравнение результатов решения задачи о контакте двух шаров приведены в таб-
лице. Здесь сравнивается решение контактной задачи, полученное методом конеч-
ных элементов и методом электрического моделирования с известным аналитиче-
ским решением.  
 
Cекция I. Машиностроение  65
Погрешность Метод конечных элементов Метод электрического моделирования 
Погрешность в центре 
площадки контакта, % 0,29 0,1 
Максимальная погрешность, 
% 1,25 0,3 
 
Вывод. Анализ результатов решения задачи о контакте двух шаров одинаковых 
радиусов показывает, что методы конечных элементов и электрического моделиро-
вания обладают точностью достаточной для решения инженерных задач. 
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При обработки кулачков сборными фрезами статическая точность зависит от 
режимов резания и геометрических параметров фрезы. 
Моделирование кинематической поверхности производили методом коорди-
натных систем. Для этого записывали код формообразования, который представляет 
собой упорядоченный перечень номеров, обобщенных координат перемещения 
звеньев формообразующей системы. Далее на место каждого элемента кода подстав-
лялось одна из матриц обобщенных перемещений, перемножая эти матрицы, полу-
чили векторную модель формообразующей системы. 
Схема обработки кулачка сборной фрезой на фрезерном станке представлена 
на рис. 1. 
 
Рис. 1. Схема обработки кулачка сборной фрезой 
Радиус-вектор формообразования примет вид 
 и62o )()()( rAyAxAr ⋅ϕ⋅⋅= , (1) 
где А(х) – матрица перемещения вдоль оси х; А2(у) – матрица перемещения вдоль  
оси у; rи – радиус-вектор формообразующих точек фрезы. 
Радиус-вектор формообразующих точек фрезы может быть представлен через 
радиус фрезы: 
